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1 Wstep

lllatywne systemy logiki kombinatorycznej badz rachunku lambda rozszerzaja beztypowy
rachunek kombinatorow badz rachunek lambda o dodatkowe stale majace na celu repre-
zentacje pojeé¢ logicznych. W istocie wezesne systemy logiki kombinatorycznej i rachunku
lambda (zaproponowane przez Schonfinkela [15], Curry’ego [4] i Churcha [2] [3]) mialy stuzy¢
jako bardzo proste podstawy logiki i matematyki. Jednakze odkrycie paradoksow Kleene’go-
Rossera i Curry’ego spowodowalo, ze wiekszo$¢ logikéw przestata zajmowac sie ta tematyka.

Sformutowanie odpowiednich systeméw illatywnych oraz wykazanie ich niesprzeczno$ci
okazalo sie zadaniem zaskakujaco trudnym. Osiagniete to zostalo w pracach [I], 13, [14], gdzie
pokazano kilka systeméw petnych dla uniwersalno-implikacyjnego fragmentu intuicjonistycz-
nej logiki pierwszego rzedu. W [9] uzywajac metod semantycznych wykazano niesprzecznosé
systemu rozszerzajacego jeden z systeméw z [1L 13, 14]. W tym rozszerzonym systemie da
sie zinterpretowac pelng klasyczna logike wyzszego rzedu.

Trudno$¢ w dowodzeniu niesprzecznosci systeméow illatywnych gtoéwnie bierze sie stad,
ze przy braku systemu typow mozna formutowaé¢ dowolne definicje rekurencyjne w ktorych
moga wystepowac operatory logiczne, takze negatywnie. We wczesnych systemach z nieogra-
niczong reguty wprowadzania implikacji byto to powodem paradoksu Curry’ego. Sformuto-
wanie odpowiednich i nie nadmiernie uciazliwych ograniczen jest zadaniem trudnym, jesli
chcemy przy tym zachowaé¢ mozliwo$é¢ nieograniczonych definicji rekurencyjnych.

1.1 Otrzymane wyniki

W pracy wprowadzamy semantyke roéznych systemow illatywnej logiki kombinatorycznej i
rachunku lambda bedacych rozszerzeniami niektérych systemow z [T, [13], 14, 9]. Wykazujemy
niesprzecznos¢ naszych systeméw poprzez konstrukcje modeli. Rozwazamy takze naturalne
translacje tradycyjnych systeméw logiki do odpowiadajacych im systemow illatywnych. Uzy-
wajac metod semantycznych badamy poprawnosé i petnosé tych translacji.



Niektore sposrod systemow ktorych niesprzecznosé wykazaliémy sg znacznie silniejsze
niz systemy z [Il (13, 14]. W szczegdlnosci, najsilniejszy z naszych systemow zawiera pelna
ekstensjonalng klasyczng logike wyzszego rzedu rozszerzona o zalezne typy funkcyjne, sumy
zalezne, podtypy i W-typy.

W wiekszosci poprzednich prac podejscie jest syntaktyczne — niesprzeczno$é dowodzona
jest przez eliminacje ciecia lub przez analize przy uzyciu gramatyk mozliwych postaci wypro-
wadzalnych termow. Wykazanie eliminacji cigcia daje wigcej informacji niz tylko konstrukeja
modelu, jednak dla systemow illatywnych wydaje sie tez znaczaco trudniejsze. Nasze metody
sa semantyczne. Dowody niesprzecznosci nie sa konstruktywne i korzystaja istotnie z teorii
mMnogosci.

1.2 Motywacje

Z punktu widzenia informatyki, interesujaca wtasnoscia systemow illatywnych jest to, ze
bazujac na beztypowym rachunku lambda (kombinatoréw) wlaczaja one ogdlna rekursje do
logiki. Zatem nieograniczone definicje rekurencyjne moga by¢ formutowane bezposrednio,
takze mozliwie nieufundowane definicje funkcji czesciowych. W [10, 1] zostalo zasuge-
rowane, ze ta wlasnosé¢ systeméw illatywnej logiki kombinatorycznej czyni ja potencjalnie
interesujaca jako logike dla systemu wspomagania dowodzenia majacego by¢ uzywanym do
weryfikacji programow.

Wiegkszo$¢ popularnych systeméw wspomagania dowodzenia zezwala wytacznie na funkcje
catkowite. Catkowitos¢ funkcji musi by¢ zapewniona przez uzytkownika poprzez precyzyjne
specyfikacje dziedzin, ograniczanie rekursji w sposéb gwarantujacy terminacje, jawne dowody
ufundowania, badz inne sposoby.

Zalety systemow illatywnych jest to, ze nie sa w nich wymagane zadne uzasadnienia przy
formutowaniu definicji rekurencyjnych. Mozna po prostu zdefiniowa¢ funkcje przez, by¢
moze nieufundowana, rekursje i rozpocza¢ wnioskowanie o wtasnosciach tej funkcji. Oczywi-
Scie jest tez wada — niektore reguty wnioskowania musza zosta¢ ograniczone poprzez dodanie
przestanek mowiacych o tym, ze niektére termy sg ,zdaniami”. Aby modc wyprowadzad
osady mowiace o tym, ze termy sa zdaniami, systemy illatywne zawieraja pewne ,reguty
typowania”, tzn., reguly pozwalajace wnioskowaé o typach (kategoriach) do jakich naleza
termy. Jednak w przeciwienstwie do tradycyjnych systeméw, reguty te sa jednymi ze zwy-
ktych regut wnioskowania systemu, a ,typy” reprezentowane sa przez zwykte termy. Typy
nie muszg by¢ przypisywane a priori. Wnioskowanie o ,typach” moze by¢ potaczone z innym
wnioskowaniem. Na przyktad mozliwe jest wykazywanie typowalnosci przez indukcje.

2 Illatywna logika kombinatoryczna

Rozwazane przez nas systemy illatywne wystepuja w trzech wariantach réznigcych sie ra-
chunkiem na ktérym bazuja: jest to albo rachunek kombinatoréw ze staba redukcja, albo
rachunek lambda z [-redukcja, albo rachunek lambda z fn-redukcjg, ze stalymi z pewnej
ustalonej sygnatury ¥. Uzywamy T do do oznaczenia zbioru termoéw systemu illatywnego.



Analogicznie uzywamy = do generycznego oznaczenia =,,, =g lub =g,, w zaleznosci od roz-
patrywanego wariantu systemu. Przez = oznaczamy identycznos¢ terméw (z doktadnoscia
do a-konwersji w rachunku lambda). Przez S i K oznaczamy odpowiednie state w rachunku
kombinatoréw, lub termy Azxyz.xz(yz) i Azy.xz w rachunku lambda. Definiujemy | = SKK.
Notacja Ax. M jest uzywana do oznaczenia kombinatorycznej abstrakcji w CL, lub abstrakcji
w rachunku lambda. Kladziemy m = Azyz.zzy, m = Az.2K oraz m = Az.z(KI).

Systemy illatywne rozszerzaja rachunek kombinatoréw (badz rachunek lambda) o termy
illatywne bedace termami reprezentujagcymi pojecia logiczne. W przeciwienstwie do wiek-
szo$ci tradycyjnych systeméw logiki, nie ma rozrdznienia a priori pomiedzy réznymi kate-
goriami: zdaniami (formutami), termami indywiduowymi, funkcjami, relacjami, itd. Sa za
to reguty wnioskowania pozwalajace na kategoryzacje wewngtrz systemu. Pewne termy il-
latywne reprezentuja bazowe typyﬂ (kategorie). Wystepuja tez kombinatory pozwalajace na
formowanie nowych typéw. Jesli term T reprezentuje typ, to T'X jest asercjg méwiaca, ze X
ma typ 7. Kazdy term moze by¢ potencjalnie traktowany jako zdanie (co nie oznacza, ze
wszystkie termy reprezentuja zdania), a termy réwne (w sensie stabej, -, lub Sn-réwnosci)
sg zawsze wzajemnie wymienialne. Intuicyjnie, typy reprezentuja dozwolone zasiegi kwanty-
fikatorow — kwantyfikacja jest dozwolona tylko po elementach okreslonego typu. Predykaty
na typie T', lub podzbiory T, sa reprezentowane przez funkcje z T' do typu zdan H.

Termy illatywne nie musza by¢ stalymi — moga by¢ tez termami ztozonymi. Term il-
latywny bedacy stata nazywamy stalq illatywng. Ponizej wymieniamy niektoére czesto wy-
stepujace termy illatywne wraz z nieformalnym wyjasnieniem ich znaczenia (cf. [0, §12B2]).
Dany system illatywny moze zawiera¢ dowolne z ponizszych terméw illatywnych, a byé¢ moze
tez jakies inne. Ponizej XY, Z, ... oznaczaja dowolne termy z T.

P Implikacja. Zamiast PXY czesto pisze sie X D Y. Implikacja jest czasem definiowana
przez P = Azy.Z(Kz)(Ky) (patrz nizej po wyjasnienie =).

N\ Koniunkcja. Zamiast AXY czesto pisze sie X A Y.

V Dysjunkcja. Zamiast VXY czesto pisze sie X VY.

- Negacja.

Zdanie fatszywe.

Zdanie prawdziwe. Czesto definiowane przez T =P 1.

= Ograniczony kwantyfikator uniwersalny. Term =XY intuicyjnie interpretujemy jako
~X C Y7 lub ,dla kazdego Z € T, jesli XZ to Y27, lub ,dla kazdego elementu Z
typu X mamy Y Z”. Notacja Vz: X .Y jest czesto uzywana do oznaczenia =X (Az.Y).
Zauwazmy, ze r nie jest zwigzany w X.

X Ograniczony kwantyfikator egzystencjalny. Term XY Z intuicyjnie interpretujemy jako
sistnieje takie X € T, ze Y X i ZX7, lub istnieje element X typu Y spekiajacy ZX”.
Notacja dx : Y. Z jest czesto uzywna do oznaczenia XY A\x.Z. Zauwazmy, ze = nie jest
zwiazany w X.

'Pojecie ,typu” jest tu uzywane nieformalnie, zamiennie z pojeciem ,kategorii”.



F Funkcjonalnosé (cf. [5, §8C]). Term FXY F interpretujemy jako .F' jest funkcja z X
do Y7, lub ,dla kazdego elementu Z typu X mamy Y (FZ)”. Funkcjonalno$¢ jest
czesto definiowana przez F = \xy f.2x(Az.y(f2)).

G Funkcjonalno$¢ zalezna. Term GXY F' interpretujemy jako ,F' jest funkcja zalezna
ktora dla kazdego Z typu X daje element typu Y Z”7, lub ,dla kazdego elementu Z
typu X mamy YZ(FZ)”. Funkcjonalno$é¢ zalezna jest czesto definiowana przez G =

F,. Funkcjonalno$¢ n-argumentowa. Term F,X;...X,YF interpretujemy jako ,F' jest
n-argumentows funkcja z Xy, ..., X,, do Y”. Zwykle F,, jest zdefiniowane indukcyjnie:
FO = |
Fori = Mry...zpy.Foy(Faxe . 201y)

H Typ zdan. Term HX interpretujemy jako ,X jest zdaniem”. Typ zdan jest czasem
definiowany przez H = Az.Pzz lub przez H = Az.L(Kz).

L Kategoria typow. Term LX interpretujemy jako , X jest typem” lub , X reprezentuje
dozwolong dziedzine kwantyfikacji”. Kategoria typow jest czasem definiowana przez
L= \r.zzx.

A Typ indywiduowy.

O Typ pusty. Czesto definiowany przez O = K_L.

€ Operator wyboru. Term eAX interpretujemy jako pewien nieokreslony element A
spetiajacy predykat X, jesli taki element istnieje.

T Konstruktor podtypéw. Term TAX interpretujemy jako podtyp A sktadajacy sie ze
wszystkich elementéw Y typu A dla ktérych zachodzi XY. Konstruktor podtypow
czesto definiujemy przez T = \zyz.xz A yz.

Y} Konstruktor sum zaleznych. Term XABX interpretujemy jako: ,mX ma typ A i
mX ma typ B(mX)”. Konstruktor sum zaleznych czesto definiujemy przez ¥ =
Aryz.x(mz) A y(mz)(maz).

W Konstruktor W-typoéw. Term WAB interpretujemy jako W-typ: typ wszystkich dobrze
ufundowanych drzew z wierzchotkami etykietowanymi elementami typu A i rozgatezie-
niem wyspecyfikowanym przez Ba dla wierzchotka etykietowanego a, tzn., wierzchotek
etykietowany a ma osobne dziecko dla kazdego elementu typu Ba.

Uzywajac termow illatywnych mozna zinterpretowaé zwykta logike w illatywnej logice
kombinatorycznej. Na przyktad, zdanie logiki pierwszego rzedu

Vi (r(z) = s(f(x), g(x)) Ar(f(2)))

ttumaczy sie na

Vo :A.rx D s(fx)(gzx) Ar(fz)



czyli
EAA2.P(rz)(A(s(fx)(gz))(r(fz))))

gdzier, s, f, g sa stalymi odpowiadajacymi symbolom relacyjnym i funkcyjnym z jezyka logiki
pierwszego rzedu, a A reprezentuje uniwersum.

W systemie illatywnym osady maja posta¢ I' = X gdzie I' jest skoriczonym zbiorem
termow a X jest termem. Jesli X jest termem a I" zbiorem terméw, to przez I'; X oznaczamy
I'u{X}. Dla nieskonczonego zbioru terméw I' piszemy I' - X gdy istnieje skoniczony podzbior
[V C T speliajacy IV - X.

Wizystkie systemy illatywne musza zawieraé¢ nastepujacy aksjomat (Ax) oraz regute (Eq).
W istocie reguta (Eq) wprowadza do systemu nieograniczona rekursje.

X X=Y
(Ax) L X=Y (5q)

T, XFX

Powyzej X =Y jest warunkiem na meta-poziomie. Przypomnijmy, ze = oznacza staba, (-,
lub An-réwnosé, w zaleznosci od rozpatrywanego wariantu systemu.

Jesli system illatywny zawiera jeden z termow illatywnych P, = F, G, to zadamy takze
aby zawieral nastepujace reguly eliminacji (bezposrednio lub jako reguly wyprowadzalne).

FFXDY kX PEEXY THXZ o
TFY (PE) TFYZ (EE)

IFFXYF TFXZ [FGXYF T'kXZ
I'FY(FZ) (FE) TFYZ(FZ) (GE)

Nie jest jasne natomiast jak powinny wyglada¢ reguly wprowadzania. 7 paradoksu
Curry’ego wynika, ze dodanie ponizszej naturalnej reguty wprowadzania dla P prowadzi

do sprzecznosci.
LXkFY

rFxo5y (PED)

Intuicyjnie, problem polega na tym, ze a priori nie wiemy czy X jest zdaniem, wiec X DY
moze nie mie¢ zadnego sensu. Gdy X = (X DY) to uzywajac powyzszej regulty mozna
uzyskaé sprzecznosc.

Sposobem na unikniecie paradoksu jest dodanie termu illatywnego H, odpowiednie ogra-
niczenie regut wprowadzania, i dodanie regut umozliwiajacych wnioskowanie o tym, ktére
termy reprezentuja zdania. Oczywiscie chcielibySmy aby ograniczenia w regutach wprowa-
dzania byly jak najmniej ucigzliwe. Nie bytoby zbyt trudnym zadaniem sformutowanie i
wykazanie niesprzecznodci systemu ,jillatywnego” w ktérym ograniczenia w regutach wpro-
wadzania bytyby tak silne, ze w istocie nie roznitby sie on wiele od systeméw w ktorych
termom przypisuje si¢ typy a priori. Jednak watpliwym jest sens badania takiego systemu.



3 Przeglad wynikow

3.1 Systemy illatywne

Podamy teraz przeglad systeméw illatywnych ktérych niesprzecznos$é zostata wykazana w
naszej pracy. Nie podajemy tutaj wszystkich regut naszych systemoéw, a takze niektére
reguly nieznacznie ro6znig sie od tych uzywanych w pracy. Celem jest tu danie czytelnikowi
ogoblnego wyobrazenia o tym jak nasze systemy wygladaja i jakie sg ich istotne wtasnosci.
Gloéwnym obiektem naszych badan sa cztery systemy illatywne: system zdaniowy ZKp,
system pierwszego rzedu ZK, system wyzszego rzedu eZKw, oraz rozszerzony system wyz-
szego rzedu ZT. Wszystkie te systemy sg klasyczne. Badamy takze intuicjonistyczny wa-
riant ZJp (ZJ) systemu ZKp (ZK), oraz intensjonalny wariant ZKw systemu eZKw. Sys-
tem ZJp zawiera termy illatywne P, V, A, = T, L H. Wiekszo$¢ regut ZJp zostata pokazana
na rysunku [I} System ZJ rozszerza ZJp o termy illatywne =, X, A oraz, miedzy innymi,
reguly z rysunku [2| System ZKp (ZK) rozszerza ZJp (ZJ) o regute wylaczonego srodka:

I'FHX
'EXvVv-X (EM)

System ZKw rozszerza ZK o reguly (HL) i (FL) z rysunku 3| System eZKw rozszerza ZTKw
o (Exty) i (Ext). System I rozszerza ZK o wszystkie reguly z rysunku [3| oraz kilka innych
pominietych na rysunkach regut.

Na rysunku [3| uzywamy skrétow dla O, F, G, T i ¥ zdefiniowanych w poprzedniej sekcji.
Uzywamy tez notacji X =4 Y dla Vp: FAH . pX D pY, co reprezentuje réwnos¢ Leibniza w
typie A. W regule (WInd) zaktadamy x,y, 2z ¢ FV([', A, B, 7).

Reguly pominiete na rysunkach sg gtéwnie dodatkowymi regutami odnoszgcymi sie do H,
ktore powoduja, ze nasze logiki sa pelne ze wzgledu na odpowiednie semantyki. Niektore
reguly pominiete przy powyzszym opisie ZT umozliwiajg wyprowadzenie odpowiednich nie-
ograniczonych regut indukeji dla typow indukcyjnych zdefiniowanych przez W-typy.

3.2 Semantyka

Naszkicujemy teraz semantyke naszych systemow illatywnych. Modele systeméw intuicjo-
nistycznych sa w istocie kombinacjami algebr kombinatorycznych ze strukturami Kripkego.
Modele systemow klasycznych sg algebrami kombinatorycznymi z dwoma zbiorami 7 oraz F
prawdziwych oraz falszywych elementow algebry. Na zbiory 7 i F nakladamy pewne na-
turalne warunki. W pracy dowodzimy, ze kazdy z systemow illatywnych jest poprawne ze
wzgledu na odpowienig semantyke. Pokazujemy tez, ze systemy ZJp, ZKp i ZJ sa dodatkowo
petne. Wykazane jest ponadto, ze system ZK jest petlny ze wzgledu na nieco mniej naturalna
klase modeli, ktore sa kombinacjami algebr kombinatorycznych ze specjalnymi strukturami
Kripkego.

Tutaj podamy szczegdtowe definicje modeli tylko dla najprostszych przypadkéw seman-
tyki systemow ZJp i ZKp w wariancie bazujacym na rachunku kombinatoréw ze staba
rownoscia.
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Rysunek 1: Podstawowe reguty




OXekFYer THLX z¢FV(I,X,Y) =D F'-=XY T+ XZ (ZR)

[FEXY TFYZ
I XzkH(Yz) TFLX FV(T, X,Y
['FHEXY) T'F LA
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['FXMN
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T F H(XMN)

Rysunek 2: Reguty dla kwantyfikatoréow (= i X)

Zdaniowa illatywna algebra kombinatoryczna (PICA) to krotka
C= <Cv E ka 5, h> p,/\,V,—|,J_>

gdzie (C, -, k,s) jest algebra kombinatoryczna oraz h,p,a,v,-, 1L € C| tzn., jest to po prostu
algebra kombinatoryczna z wyréznionymi elementami h, p, A, v, -, L. Dla danej PICA C czesto
uzywamy C zamiennie z C'.

ZJp-model jest krotka S = (C, I, S, <, 09, 01) gdzie:

e ( jest zdaniowa illatywna algebra kombinatoryczna spetniajaca h-a =p-a-ai--a =
p-a- 1 dla dowolnego a € C,

I jest funkcjg z X do C dajaca interpretacje statych,

S jest niepustym zbiorem stanéw,

< jest porzadkiem czesciowym na S,

0o 1 01 sa funkcjami z C do P(5), spelniajacymi ponizsze warunki dla a,b € C, gdzie
on(a) = op(a) Uoy(a):

1. op(a) i 01( ) sa domkniete w gérdﬂ ze wzgledu na <,
2. op(1) =

3. oo(a) ﬂal(a) 0,

4. o 1(a) Uoy(b),

5 (a) Noo(b),

Q

Q
q

1(v-a-b)=

. oo(v-a-b) =

q

0

2Zbiér A C S jest domkniety w gére ze wzgledu na < wtw s € A i s’ > s implikuja s’ € A.




IFLX I, XzhkLY z¢FV([,X,Y)

o (Y I'FLFXY) (FL)
'FVYe: A . Xe=pYzr z¢FV(X,Y, A B) Bxct
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1

[ =(WAB)X
(w (WInd) zaktadamy z,y,z ¢ FV(I', A, B, X))

'k 7T1X —=A 7T1Y 'k 7TQX =B(mX) 7T2Y '+ L(EAB) E
TFX =sapY (Ext,)

Rysunek 3: Dodatkowe reguty




6. o1(n-a-b) =o1(a) Noy(b),
7. s€op(n-a-b) wtw
— s € 0p(a) i dla kazdego s’ > s takiego, ze s’ € o1(a) zachodzi s’ € o (b), lub
— s € 0g(b) i dla kazdego s’ > s takiego, ze s’ € 01(b) zachodzi s’ € oy(a),
8. s€oi(p-a-b) wtw
— s € op(a) i dla kazdego s’ > s takiego, ze s’ € oy(a) zachodzi ' € oy(b), lub
— s € oy(b),
9. s€op(p-a-b) wtw
— s €op(a),i
— dla kazdego s’ > s takiego, ze s’ € 01(a) zachodzi s’ € oy (b), 1
— istnieje s’ > s takie, ze ' € 01(a) 1 s € go(b).

Intuicyjnie, s € oy(a) oznacza, ze a jest prawdziwym zdaniem w stanie s, a s € og(a)
oznacza, ze w stanie s, element a jest zdaniem, o ktérym nie wiadomo, czy jest prawdziwe.
Wiee s € op(a) = oo(a)Uoy(a) oznacza, ze a jest zdaniem w stanie s. Zatem jesli s € og(a) to
moze si¢ zdarzy¢, ze s’ € o1(a) dla pewnego s’ > s. Zdanie ktére nie jest prawdziwe moze staé
sie prawdziwe gdy rozszerzymy nasza wiedze. Jednakze, jesli s € og(a) to s’ € gg(a) Uoy(a)
dla dowolnego s’ > s, bo wiedza jest monotoniczna — jak juz dowiemy sie, ze a jest zdaniem,
to bedzie ono zdaniem w kazdym przysztym stanie wiedzy. Jesli a jest zdanie ktére nie
jest prawdziwe, to w dowolnym przysztym stanie moze albo pozosta¢ nieprawdziwe albo
sta¢ sie prawdziwe. To, ze a jest falszywe w stanie s wyrazamy przez s € o1(p-a - L),
tzn., jego negacja jest prawdziwa, a nie przez s € op(a). Zdanie jest falszywe w stanie s
jesli jest zdaniem ktére nie jest prawdziwe w zadnym stanie s’ > s. Jedli s € op(a), tzn.,
a jest zdaniem w stanie s, to a jest ,zawsze ostatecznie poznawalne”, tzn., jakbySmy nie
rozszerzali naszej wiedzy, zawsze jest mozliwe dalsze jej rozszerzenie w taki sposob, aby a
stalo sie prawdziwe lub falszywe.

Zauwazmy, ze warunki na o, i o9 powyzej nie sa definicja o1 czy og, ale tylko pew-
nymi wtasnosciami, ktére chcemy, zeby o i 0y spetniaty. Ze wzgledy na kombinatoryczna
zupelnosé C nie jest oczywiste, ze istnieje struktura spelniajaca powyzsze warunki.

IKp-model jest to ZJp-model z doktadnie jednym stanem sq. Dla ZKp-modeli uzywamy
skrotow T = {a | so € o1(a)} 1 F = {a | so € o¢(a)}. Zauwazmy, ze PICA C oraz zbiory T
i F jednoznacznie determinuja ZKp-model. Przeformutujemy teraz warunki na oy i 0y w
terminach 7 i F:

1. L€ F,

2. TNF=10.

vea-beT wtw,gdyae T lubbe T,
v-a-be F wtw,gdya€e Fibe F,
Aa-beT wtw,gdya e TibeT,
A-a-beF wtw, gdy a € F lub b € F,
p-a-beT wtw,gdyae Flubbe T,

N ot W
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8. pra-beFwtw,gdyaeTibeF.

Pojecia ZJ-modeli i ZK-modeli sa definiowane w sposéb podobny do definicji, odpowied-
nio, ZJp-modeli i ZKp-modeli. W analogiczny sposéb definiujemy tez ZTKw-, eZKw- i -
modele. ZK-modele Kripkego definiujemy jako ZJ-modele spetniajace prawo wytaczonego
srodka dla dowolnego stanu s i elementu a: jesli sop(a) to s € o1(a) lub s € o1(p-a - 1).

Notacje I' =z5p X, I' Fzxp X, T =2y X, itd., definiowane sa w standardowy sposoéb.
Uzywamy iz do oznaczenia relacji semantycznej konsekwencji ze wzgledu na ZK-modele
Kripkego. Twierdzenia 4.1.8, 4.1.11, 4.1.14, 4.1.16, 5.1.7, 5.1.11, 5.1.13, 5.1.15, 5.1.16, 6.1.6
i 7.1.9 z pracy mozna potaczy¢ w nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Poprawnos¢ i pelnosé ze wzgledu na odpowiednie semantyki).

1. Jedli T jest jednym z ZJp, ZKp lub ZJ, to warunek T' b7z X jest réwnowazny T’ =1 X,
tzn., system I jest poprawny i pelny ze wzgledu na odpowiednig semantyke.

2. Warunek I' bz X jest réownowazny I |=rzx X, tzn., system K jest poprawny i petny
ze wzgledu na semantyke bazujgcq na ZTK-modelach Kripkego.

3. Jesli T jest jednym z IK, TKw, eZKw lub I, to warunek T' bz X implikuje T =17 X,
tzn., system L jest poprawny ze wzgledu na odpowiedniqg semantyke.

Standardowy dowdd petnosci w stylu Henkina nie moze by¢ tatwo zaadaptowany do
klasycznych systeméw illatywnych z kwantyfikatorami, ze wzgledu na fakt, ze prawo wy-
taczonego srodka zachodzi tylko dla termow X dla ktorych HX jest dowodliwe. Dlatego
wlasnie dowodzimy jedynie poprawnosci dla systeméw ZK, ZKw, eZKw i ZT. System ZK
jest pelny ze wzgledu na zmodyfikowang semantyke klasyczna (ZK-modele Kripkego) ktéra
pozwala na wiecej niz jeden stan.

3.3 Translacje

W pracy pokazujemy translacje tradycyjnych systemow logiki do odpowiadajacych im sys-
temow illatywnych. Dowodzimy, ze wszystkie te translacje sa poprawne, tzn., jesli osad
tradycyjnego systemu jest dowodliwy, to jego translacja takze. Dla ZJp, ZKp, ZJ i ZK
pokazujemy tez, ze translacje sa pelne, tzn., jesli translacja osadu jest dowodliwa, to orygi-
nalny osad takze. Dla ZKw i eZKw uzyskaliSmy tylko ograniczony wynik o petnodci: jesli
translacja osadu logiki wyzszego rzedu jest dowodliwa w eZKw, to ten osad jest prawdziwy
we wszystkich standardowych modelach logiki wyzszego rzedu. Dowody tych rezultatow
przeprowadzone sg semantycznie, poprzez pokazanie transformacji, zachowujacych prawdzi-
wo$¢, modeli illatywnych systeméw do modeli odpowiadajacych systeméw tradycyjnych, i
na odwrot.

Aby daé czytelnikowi ogdlne pojecie o tym jak wygladaja rozwazane przez nas translacje,
podajemy definicje translacji klasycznej logiki pierwszego rzedu do ZK. Same definicje trans-
lacji sa podobne do tych z [1}, 13 [14]. Zaktadamy, Zze wszystkie symbole funkcyjne i relacyjne
sygnatury logiki pierwszego rzedu wystepuja jako state w ZK, oraz wszystkie zmienne logiki
pierwszego rzedu wystepuja jako zmienne w ZK. Definiujemy funkcje [—1] z zbioru terméw i
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formut pierwszego rzedu do zbioru terméw T systemu ZK, a takze funckje kontekstu ['(—) z
rodziny wszystkich zbiorow terméw i formut pierwszego rzedu do rodziny wszystkich zbiorow
terméw z T. Definicja [—] jest przez indukcje ze wzgledu na strukture argumentu:

e [z] =z, dla zmiennej =,

o [f(t,....tn)] = f[t1] ... [tn], dla n-arnego symbolu funkcyjnego f,
o [r(ty,... nﬂ = r[t1]...[t,], dla n-arnego symbolu relacyjnego r,
o [1]=

PV 1 [el v ]
e APl =[]l ATYT,
=yl =Tol O [v],
Va.p| = EANz. o],
o [Jz.p] = XAAz.[p].

Rozszerzamy funkcje [—] na zbiory formul pierwszego rzedu tak: [A] = {[¢] | ¢ € A}.
Jesli A jest zbiorem termoéw i formut pierwszego rzedu, to zbior I'(A) zawiera:

)

[f
[
[
[
[
[
[

e F,A...AHr dla n-arnego symbolu relacyjnego r, gdzie A wystepuje n razy,

e F,A...AAf dla n-arnego symbolu funkcyjnego f, gdzie A wystepuje n + 1 razy,
e Az dlaz € FV(A),

e Ay dla swiezej zmiennej y.

Ostatni punkt jest konieczny, poniewaz w tradycyjnej logice implicite zaktadamy, ze uniwer-
sum jest niepuste. Term F,, jest zdefiniowany tak jak w sekcji [2]

Podobne translacje sa pokazane dla innych systemoéw. Poprawnos¢ i petnosé translacji
sa sformutowane w ponizszym twierdzeniu, gdzie |=xq oznacza relacje semantycznej konse-
kwencji ze wzgledu na standardowe modele logiki wyzszego rzedu, a NJp, NKp, NJ, NK|
NKw, eNKw oznaczajg odpowiednie tradycyjne systemy logiki: intuicjonistyczna logike zda-
niows, klasyczng logike zdaniowa, intuicjonistycznag logike pierwszego rzedu, klasyczng logike
pierwszego rzedu, intensjonalng klasyczng logike wyzszego rzedu, ekstensjonalng klasyczng
logike wyzszego rzedu.

Twierdzenie 2 (Poprawnosé i pelnosé translacji).
1. Warunki Aty @ i T(A,9), [A] bz [@] sq réwnowazne, gdzie
e N=NJpiZ=2ZJp, lub
e N =NKp iZ=TIKp, lub
e N=NJiZ=1J, lub
e N =NK iZ=71K.

Innymi stowamsi, dla systemow illatywnych ZJp, ZKp, ZJ oraz IK translacje z odpo-
wiednich tradycyjnych systemow logiki sq zarowno poprawne jak i peine.
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2. Jesli A by to T(A,9), [A] bz [¢], gdzie N = NKw i Z = TKw, lub N' = eNKw
1 T = eZKw. Innymi stowam, dla illatywnych systemow wyzszego rzedu, translacje z
odpowiednich tradycyjnych systemow logiki s¢ poprawne.

3. JeSli T(A, ), [A] Ferkw [@] to A =gt @. Innymi stowami, jesli translacja osqdu jest
wyprowadzalna w eZKw, to ten osqd jest prawdziwy w standardowej semantyce.

Powyzsze twierdzenie taczy i przeformutowuje twierdzenia 4.3.3, 4.3.5, 5.3.4, 5.3.6, 5.3.7,
6.3.6 1 6.3.7 z pracy. Dowody tych twierdzen uzywaja konstrukcji modeli naszkicowanych
w kolejnej sekcji. Nie uzyskaliSmy petnosci translacji dla systeméw wyzszego rzedu, bo na-
sza konstrukcja modelu w tym przypadku zaktada, ze model tradycyjnej logiki wyzszego
rzedu ktérym jest ona parametryzowana jest modelem standardowym, a tradycyjna logika
wyzszego rzedu nie jest pelna ze wzgledu na standardowa semantyke. Jednakze nasza kon-
strukcja modelu wystarcza do tego, aby wykazaé, ze jesli translacja osadu jest wyprowadzalna
w eZKw, to ten osad jest prawdziwy w standardowej semantyce.

3.4 Konstrukcje modeli

Gtownym wynikiem pracy sg dowody niesprzecznosci dla wprowadzonych systemow illatyw-
nych, w szczegdlnoécei dla najsilniejszego systemu Z+. Dowody sg przeprowadzone poprzez
konstrukcje modeli dla kazdego z systeméw. W rzeczywistodci, poniewaz ZT jest rozsze-
rzeniem pozostatych systeméw, aby wykazaé¢ niesprzecznosé wszystkich systeméw wystar-
czytoby skonstruowaé model dla Z*. Jednakze, konstrukcje modeli s parametryzowane
przez modele dla odpowiednich tradycyjnych systemow logiki i uzywane pozniej w dowo-
dach pelnosci translacji. Z tego wzgledu potrzebujemy oddzielnych konstrukcji dla kazdego
z systemow.

Wiszystkie konstrukcje bazuja na tej samej ogélnej idei definiowania modelu poprzez kon-
strukcje statopunktows. Szczegoéty konstrukeji komplikujg sie znacznie wraz ze wzrostem sity
wyrazu systemow. Najistotniejszy wzrost w poziomie skomplikowania konstrukcji modelu
nastepuje z przejéciem od systeméw pierwszego rzedu do systemoéw wyzszego rzedu. Tutaj
krotko naszkicujemy gtowne pomysty konstrukeji dla systemu ZKw i wskazemy gdzie kryje
si¢ istotna trudnosé.

Konstrukcja modelu dla ZKw jest parametryzowana standardowym modelem

N={D:|7eT}1)

dla logiki wyzszego rzedu. Tu 7 jest zbiorem typéw tradycyjnej logiki wyzszego rzedu NKw,
zadanym przez gramatyke

T = o||T—->T

gdzie o jest typem zdan, a ¢ typem obiektow indywiduowych. Zbior D, jest dziedzing obiek-
tow typu 7 € 7. Jedli T = 11 — 7 to D, sklada sie ze wszystkich funkcji z D,, do D,,.
Funkcja I daje interpretacje stalych. Zakladamy, ze wszystkie state systemu NKw wyste-
puja w sktadni ZTKw. Zakladamy tez, ze kazdy element d € D, dla 7 € .7 wystepuje jako
oddzielna stata w zbiorze terméw T. Jesli I(c) = d € D, to bez straty ogdlnosci zaktadamy,
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ze c=d. Jedli f € D;,,1a € D;, to aby uniknag¢ konfuzji z termem fa piszemy N (a)
zamiast f(a), gdzie f(a) jest wartoscia funkcji f na argumencie a. Bez straty ogdlnosci
identyfikujemy term L (T) z elementem L (T) dziedziny D.,.

Dla 7 € 7 i liczby porzadkowej a definiujemy indukcyjnie relacje reprezentacji =2 €
T x T, relacje kontrakcji = € T x T i relacje =% € T x 7. Pokazemy dla przyktady kilka

(nieco zmienionych) regut w tej definicji. Ponizej X ~2 Y jest skrotem X 5. =2Y oraz
definiujemy == = J,., =2 i 5 = Ugq 2t

(8) (\w.X)Y —° X[z/V],
) fX —»°bjesli f € Dpyry, a €Dry, bED,,, fN(a)=biX =5%a,
) X =2djesliT =1 — T, d € Dy, i dla kazdego a € D;, mamy Xa~5* dV(a),
) XVY =2 Tjedli X =<¢ Tlub Y =59 T,
) XVY =9 1L jedli X =<0 LY =50 1,
E1) EXY =9 T jesli X =5 7 i dla kazdego d € D; mamy Yd~5 T,
)
)
)
)

(21) ZXY »o 1 jesli X >3 7 oraz istnieje taki d € D;, ze Yd ~5* L,
(Lt) LX =& T jesli X =5 7 dla pewnego 7 € .7,

(Hz) H>% o,

(Az) A>% .,

(F7) FXY =% 1 = mjesi X =51 1Y =5% 7.

Definicje nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze — jest kompatybilnym domknieciem regut (5),
(n) and (), ale relacje =% dla 7 € .7 i =% definiowane sa bezposrednio przez odpowiednie
reguty, tzn., bez brania kompatybilnego domkniecia — nie sa to relacje kontrakc;ji.

Dla oo < k mamy —* C =%, »=* C ~Fdla7T € 7, oraz =% C >%. Zatem istnieje taka
liczba porzadkowa ¢, ze —¢ = —<¢ ¢ = =<Cdla 7 € 7, oraz >—§7 = >}<. Uzywamy
notacji —, =, (1 € .7), = odpowiednio na —¢, =$ (1 € F), =5,.

Model M, dla systemu ZKw definiujemy jako My = (C,I,T,F) gdzie:

e C jest illatywna algebrg kombinatoryczng wyzszego rzedu skonstruowang z klas abs-

trakcji terméw ze wzgledu na Bvy-réwnosé, gdzie ktadziemy k = [K], s = [S], = = [E],
itd., gdzie przez [X| oznaczamy klase abstrakcji termu X,

e interpretacje statych I definiujemy przez I(c) = [c] dla c € &,
o T={X][ X~ T},
o« F={[X]]| X ~, L}

Intuicyjnie, X =, d dla 7 € .7 oznacza ,, X jest reprezentowany przez d w typie 7”7, tzn.,
»X zachowuje si¢ doktadnie tak jak d w kazdym kontekscie w ktérym wartos¢ typu 7 jest
oczekiwana”. Domkniecie na dowolne konteksty w ktorych wartos¢ typu 7 jest ,oczekiwana”
jest w istocie zaimplementowane przez y-redukcje. Relacje X >4 7 rozumiemy jako , X
interpretowany jako typ jest reprezentowany przez 7.
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Reguly dla >, odpowiadaja warunkom na 7 i F w definicji ZKw-modelu. Sg one takie,
jak by sie mozna byto spodziewaé, by¢ moze poza regutami (=1) i (2, ). Zamiast reguly (=)
moznaby oczekiwac

(Z27) EXY > T jesli LX =5 T idla kazdego Z, jedli XZ ~5* T to YZ ~5* T.

Jednakze w tej regule wystepuje negatywne odwotanie do ~5% w XZ ~5% T, wiec moze
si¢ okaza¢, ze nie jest prawda iz >¢ C >7 dla o < k. W takim wypadku mozemy nie
uzyskaé¢ punktu statego. Sposobem w jaki rozwigzujemy ten istotny problem jest ograniczenie
kwantyfikacji tylko do stalych z odpowiedniej dziedziny D,. Pokazujemy potem, ze jesli
X =4 7 to kwantyfikowanie tylko po elementach D, jest réwnowazne kwantyfikowaniu po
wszystkich takich Z, ze XZ ~», T. Wykazanie tej wlasnosci przedstawia powazna trudnos¢,
przez co dowod tego, ze M rzeczywiscie jest ZKw-modelem znaczaco sie komplikuje.

7, konstrukcji modeli dla systemow illatywnych wynika nastepujace twierdzenie, ktore
jest potaczeniem wnioskow 4.2.9, 4.2.14, 5.2.10, 5.2.15, 6.2.22 i 7.2.33 z pracy.

Twierdzenie 3 (Gléwny wynik). Wszystkie systemy ZJp, ZKp, ZJ, TK, TKw, eZKw i T
sq niesprzeczne, tzn., L nie jest dowodliwe w pustym kontekscie.
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